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Abstract

This manuscript dicusses about the model equation

Yijk = 14+ai + B +(apf)ij +ejjk: 1=12,---,1;

1=12,-,s; k=12--,n; n 21

where ¢ is a constant and &, ﬂj , (a,[)’)ij » €jjk are distributed independently and normally with zero means

2 2 2 2

and variances 0, , O, Oup, O, respectively. From this model is given estimation and exact test of the its

variance components.
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Pendahuluan

Salah satu model yang penting dari
rancangan percobaan adalah model random
klasifikasi dua arah. Pada model ini tidak saja
penting menentukan apakah kedua faktor
berpengaruh pada respon, tapi juga penting
menentukan apakah terdapat interaksi yang
berarti antara kedua faktor. Data pengamatan
disajikan dalam bentuk suatu matriks yang
barisnya menyatakan taraf faktor pertama dan
kolomnya menyatakan taraf faktor kedua. Tiap
kombinasi perlakuan menentukan suatu sel
dalam matriks. Kenyataan dilapangan sering
dijumpai jumlah data untuk setiap sel tidak
selalu sama. Data seperti ini disebut data tidak
seimbang (unbalanced  data). Untuk
mengambil kesimpulan tentang efek utama dari
data yang diolah diperlukan suatu uji statistk,
dan dari model ini akan diturunkan uji
eksaknya. Disamping itu, dalam praktik untuk
model ini peneliti tidak tertarik pada pengujian
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pengaruh rata-rata tiap taraf dari masing-
masing faktor, melainkan tertarik pada estimasi
komponen  variansinya.  Permasalahannya
adalah bagaimana menentukan estimasi dan uji
eksak komponen variansi pada model random
klasifikasi dua arah dengan data tidak
seimbang.

Wald, 1940 merupakan orang pertama
yang menerangkan proses uji eksak untuk
model Klasifikasi satu arah dan dua arah tanpa
interaksi pada data tidak seimbang. Dengan
dua pendekatan yang berbeda, Spjotvoll, 1968
dan Thomsen, 1975 mengembangkan uji eksak
tentang komponen variansi pada model random
klasifikasi dua arah dengan interaksi untuk data
tidak  seimbang.  Sedangkan  estimasi
komponen variansi pada model random
klasifikasi dua arah dengan data tidak
seimbang disajikan oleh Searle 1971 dan
Searle, Casella, McCulloch 1992.

Bentuk model random klasifikasi dua arah dengan data tidak seimbang yang dibahas adalah
yijk = U+, +ﬂi +((Zﬂ)” +eijk; i 21, 2, e, J 21, 2, -, S, k :1, 2, ceey nij (1)

dengan: n;; >1 untuk setiap (i, j).

Yiji Observasi ke-k dalam taraf ke-i faktor ¢ dan taraf kej faktor /3

4 parameter konstan tidak diketahui

aj~N(0,05); fj~N(0.05); (@h)ij~N(0,0%p); &j~N(0,57)

Dengan menggunakan metoda analisis variansi diperoleh estimasi untuk masing-masing
variansi dari model Persamaan (1), yaitu sebagai berikut:

(1). Ekspektasi jJumlah kuadrat faktor o
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(it). Ekspektasi jumlah kuadrat faktor f
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(iv). Ekspektasi jumlah kuadrat kesalahan
E(SSe)=(n_ ~rs)o¢
dengan: n;; =Jumlah pengamatan padasel ke - (i, j)

n, =Jumlah pengamatan taraf ke -i faktor o = Znij
=1

n; =Jumlah pengamatan taraf ke - j faktor g = lenij

r S
n_=Jumlah semua pengamatan = > > 'n,

i=1 j=1
y; =Jumlah nilai pengamatan dalam taraf ke -i faktor «

= Zszk =N 4+N; o +znljﬁj +Z‘,nu (aﬂ)u +zzeljk

j=1k=1 j=1lk=1
y.j. = Jumlah nilai pengamatan dalam taraf ke j faktor g

—ZZyUk—n ﬂ"‘znual"'n +anj(aﬂ)lj +Zzeljk

i=1k=1 i=1k=1
Yij. = Jumlah nilai pengamatan dalam taraf ke I faktor « dan taraf ke - j faktor g
Njj Mij

= Zyljk =Njju+ N + nljﬁj +1jj (aﬂ)lj + Zeuk
k=1

(4)

()



Rustam Efendi Estimasi Dan Uji Eksak Komponen /33

y =Jumlah nilai semua pengamatan

s Mjj s M
—ZZZyuk—” /”Zn i +Z” +Zznu(“ﬂ)u +Zzzeuk
i=1j=1k=1 i=1j=1 i=1j=1k=1

Untuk menyederhanakan penulisan, dldef|n|5|kan
r S r s
2. 2. 2. . . '
PL=D.N; P2=2.Nn5; Ps=2.>.nj; N=n_; gq=rs; N'=(r-1(s-0)
i=1 j=1 i=1j=1
S 5 r
2 2
; 2N s Znij

j=1 . i=1 ’ pk
P3=2, ’ Pk =
i—1 N j=1 nj N

sehingga keempat persamaan di atas, yaitu Persamaan (2), (3), (4), dan (5) dapat ditulis dalam bentuk
matriks
-— ~ 2 T

N—p; ps-—p> P3— Ps r-11] 65 SS,,
Pa=P1 N-p3 P4 —Ps s=1| 65 |_| SSp ©
Pi-Ps Pa—Ps N-ps—ps+ps N |65, |SSep

0 0 0 N-q) 62 | | SSe

dengan o‘é, &/2;, &éﬂ, dan (S'e2 secara berturut-turut merupakan penduga dari 05,

0[2;, aiﬂ,dan o2,
Dari Persamaan (6) diperoleh estimator variansi kesalahan

&2 SS,, —(r—1)Ms,

&2 = NSS_eq =MS, dan | 65 |=Q7YSS 45— (s—)MS,
625 $S,5 —(N)MS,
dengan
N-p" ps-p> Pz —Ps
Q=|ps—p1 N-p; P4 — Ps

PL—Ps P2—P3 N-p3—ps+ps

Uji Eksak Komponen Variansi
Persamaan (1) dapat ditulis dalam bentuk matriks

y=ul, +Xe+XoB+X;3(af)+e (7)

dengan: y vektor observasi berordo N x1; 1, vektor satuan berordo n_ =N
i i li=s
Xy ={4q1;}iZ] berordo Nxr; X, = {C {d 1 }::{ }j:l berordo N xS

X3 = { 1”}' ri=s | berordo Nxrs

dengan matriks dlspersmya
X=X, XioF + Xy X505 + X X305 + 108
. < Yijk : - o
Definisikan yj; = Z— sebagai rata-rata sampel sel ke (i, j), maka Persamaan (1) menjadi
k=1 "1

_ . . b €ijk
yij=,u+ai+,8i+(aﬁ)ij+eij, I=l,2,~~-,|’, j=l,2,'--,Sdengan eij=Z— (8)

k=1 Mij
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atau dalam bentuk matriks
Y=l +Bra+Bop+1(ap)+e (9)
dengan: 1rs=(y1d5p, - dys)"s €=(811,81p, ", Ers)’
Bi=l; ®Ls; By=1,®lg; a=(a.c. ) B=(BLBoB)
(aB) =[(@B)11,(@B)12, " (@P)1s: (@B 1, (@B) 2+ () rs]
dan variansinya
Var (V) = Ajo + Ao+ olp + Kog
dengan: A= (I, ®J,); A,=(J, ®1,); K=diag (n1,n3, -, N
Karena A; dan A, matriks simetris, maka terdapat matriks ortogonal P berordo rsxrs
sedemikian sehingga PA;P’dan PA,P" matriks diagonal dengan masing-masing elemen diagonalnya
secara berturut-turut merupakan nilai eigen dari A; dan A,.

!

Misalkan z =Py dengan P matriks ortogonal berordo rsxrs yang baris pertamanya (rs)%lrs,

maka variansinya
Var (z) = PAP'c7 + PA,P'o5 + 1,505 + Kog
Lemmal: (i).rank (By)=r ; (iii).rank (B;:B,)=r+s-1
(ii). rank (B,)=s; (iv). rank (A +A,) =rank (B;:B>)

Jelas rank (A1) =rank(B;), A; mempunyai nilai eigen s sebanyak r dan nol sebanyak r(s —
1). PA;{P’" mempunyai r elemen diagonal sama dengan s dan lainnya nol. Dengan cara yang sama,
PA,P’" mempunyai s elemen diagonal sama dengan r dan lainnya nol.

Dari (iii) dan (iv), matriks (PA{P’+PA,P’) mempunyai (r + s — 1) elemen diagonal tidak
nol. Bila elemen diagonal PA;P’ tidak sama dengan nol, elemen diagonal yang bersesuaian pada
PA,P’ sama dengan nol, kecuali baris pertama dan begitu sebaliknya.

Misalkan vektor z dipartisi menjadi z = (zl,z;{,z’ﬁ,z;{ﬂ)’dengan z, elemen pertama dari z,
zZ, Vvektor kolom berordo (r — 1), Zg vektor kolom berordo (s — 1), dan zaﬂvektor kolom berordo (r
—1)(s—1) dan vektor z,,, Z 3, dan Z,4 masing-masing berdistribusi normal dengan rata-rata nol dan
variansinya berturut-turut adalah

Var(z,,) =(soj + 055l 4 + K08
Var(z ) =(roj +oop)ls 1 + K08
Var(z,z3) = Cféﬁ' (11 + K308
dengan K, K,, dan K3 submatriks dari PKP’yang bersesuaian dengan z,,, Zg, dan Zaﬁ.
Selanjutnya didefinisikan vektor u sebagai
U=(Z412p5:Z4p) (10)
diperoleh E(u) =0dan Var(u) =diag (;1, 1, 5ols_1 53l r_1ys_1)) +Lo&

dengan &, =so’ +02,, 52=I’0'2+02 , 0,=0

Q, Q, af
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L submatriks PKP'yang terkait dengan u dan dinyatakan dengan

Kii Ko Ky
L=K Kz Kas (11)
Kiz K Kias
L mempunyai rank rs — 1, berarti non-singular
2 ry. 2 ' . 2 '
Ky oe =E(z, Zﬂ)’ Kizoe =E(z, Zaﬁ)  Kyzoe = E(Zﬂ Zaﬂ)
Selanjutnya vektor Yy pada Persamaan (9) ditulis dalam bentuk ¥ =Dy dengan y vektor observasi
dalam persamaan (7) dan D penjumlahan langsung (direct sum) yang didefinisikan oleh

D=® 1&
i,j nij

Dari Persamaan (1) dan (8) diperoleh jumlah kuadrat kesalahan Q = Z(Yijk - Vij)2
i,j.k
atau dalam dalam bentuk matriks
Q=Yy'Ry (12)
dengan R matriks berordo N x N yang didefinisikan oleh

I
R=1, -® {—'j (13)

i |

dengan J, matriks satuan berordo n;; x n:.; dan R matriks idempoten dengan rank N —rs sehingga
njj i

diperoleh

RX

DR=RX; =RX; =RX3=0, DER=0,dan —=R

Oe

Karena y dan u independen terhadap Q, maka % ~ Zﬁ rs
O¢
Selanjutnya R ditulis dalam bentuk
R =CAC’ (14)

dengan C matriks ortogonal berordo NxN dan A matriks diagonal berordo N xN yang
merupakan eigenvalue dari R. Diasumsikan N >2rs—1, sebab R idempoten dengan rank
N—-rs>rs—1. Selanjutnya A dan C dipartisi menjadi A=diag(|vl, IVZ,O) dan
C=[C;:C,:C3], dengan v; =rs—1; v, = N —rs+1, 0 matriks nol berordo rsxrs, C; berordo
N xVvy, C; berordo N xv,, Cgberordo Nxrs, C/C, =1, 1=12,3, CIC;=0,i=].

Persamaan (14) selanjutnya ditulis sebagai

R=C,C] +C,C) (15)
Dari Persamaan (12) dan (15), jumlah kuadrat kesalahan Q dapat dipartisi menjadi
Q= +Q; (16)

dengan Q =Yy'C,Cry dan Q, =y'C,Coy
Karena jumlah kuadrat Qy, Q,, dan vektor random u pada (10) independen, maka

2
% ~ Ay dan Q_g - I‘?z
Oe Oe
Selanjutnya perhatikan vektor random @ yang didefinisikan oleh
1
O = U+ (Apaks! v T L)2Cry (17)
S . . N
dengan A aks Nilai eigen terbesar dari matriks (Araely, —L)? matriks simetris dengan nilai
L pada persamaan (11), dan !

eigen sama dengan akar kuadrat nilai eigen
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(Amaks!y, —L) yang non-negatif. Di sini jelas
L matriks real simetris, berarti semua nilai
eigennya real. Jadi (Amaksly, —L) matriks

semidefinit positif.
Kemudian partisi o seperti u dalam (10)
menjadi o= (o, m’ﬁ ,u);xﬂ)' dengan
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o, berordo r-1, ®; berords—1, dan
oy berordo (r-1)(s-1).

Berikut diberikan lemma tentang sifat-sifat
distribusional dari vektor random di atas.

Lemma 2: Diberikan o seperti dalam persamaan (16), dipartisi menjadi
o= (('0’0( , (J)Iﬂ , (")Iaﬁ)’

Maka: (i). E(w,) =E(®z)=E(®,z)=0

(i). 0, o4, dan o, adalah vektor random berdistribusi normal independen dengan matriks

dispersi

2 2 2
Var(w,) = (sog, +0,p5 + AmaksOe )| P}

2 2 2
Var(mﬂ) = (raﬁ +048 + AmaksOe Mg

2 2
Var ((Daﬂ) = (O'aﬁ + AmaksOe )| (r-1)(s-1)
(iii). ©,, 04, dan ®, independen terhadap Q;

Bukti :

(i). Kalikan ruas kiri dan ruas kanan persamaan (13) dengan 1,, diperoleh

J,
RI, {ln —@(—“Hln =0
SR

Persamaan (14) dapat ditulis

(Clci + C2C'2 )1n_‘ =0
Dengan demikian diperoleh
1
Ci1, =0, E(Cly)=Ci1, #=0,dan E[w]=E [u]+E [(Anaksly, —L)*Cry]=0

Jadi
o, 0
Elo]=| 0z |=|0
(Daﬂ 0

(ii). Jelas bahwa @ berdistribusi normal. Klaim u independen terhadap Cjy . Untuk menunjukkan ini,
perhatikan kembali persamaan Yy =Dy, Y independen terhadap jumlah kuadrat kesalahan Q dan
DXR =0. Dengan argumen yang yang sama pada (i) diperoleh
Covly,y'C;]=DXC; =0

Karena u subvektor dari z =Py, maka u independen terhadap Cjy seperti yang diklaim.

Matriks dispersi dari @ adalah
Var (@) =Var (u) + (Apais | v I—)% C1ECy (Arps ]! v I—)%

dengan C)X, =0, i=1, 2,3 dan C;£C, =C;Ci07 = |Vlo§ , sehingga diperoleh

Var(w)=diag[(,1,_1, 5,151, 53l (r-1)(s-1) * I—O-e? +(ﬁ~maks|v1 - I—)Gg
atau
Var()=diag [(o; +ﬂmaksaez)| r-1, (02 + Zmaksaez)ls—l’

(03 + ﬂrrakso'ez) I (r—l)(s—l)]
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Dari sini dapat disimpulkan bahwa 0, Mg, dan Oy independen dengan matriks dispersinya

berturut-turut adalah

2 2 2
Var(o,) = (sog, +04p + AmaksOe )L

Var(mﬂ) = (ro'é + Géﬁ + ﬂmaksaez)ls—l

2 2
Var ((’Jaﬁ) = (O'aﬁ + AmaksTe )| (r-1)(s-1)

(iii). Karena Q, partisi dari Q, maka Q, juga
independen terhadap u. Karenanya
CiXC, =0, maka Q, juga independen
terhadap Cjy . Karena Q, independen terhadap
u dan Cjy, maka Q independen terhadap

A, jumlah kuadrat interaksi antara faktor o
dan g, berturut-turut dinyatakan dengan
SS, =w,0,, SSp =wpwg,
SSyp =wyp,p,  dan Q. berdistribusi

secara independen dan

atau Q. independen terhadap
0,04, dan Oy

Dari Lemma 2 disimpulkan bahwa
jumlah kuadrat faktor ¢, jumlah kuadrat faktor

Ssa/(sagc +Gozeﬂ +ﬂmaksdez) ~)(rz—l
SSﬁ/(rO'é +0'2) +/1mak50'92) ~;552_1
SS.s / (O + AmaksTe) ~ X -1)5-1)
Q/at ~Z32
Dengan demikian diperoleh suatu uji statistik yang merupakan uji eksak untuk masing-masing variansi,

yaitu
_MS, SS,/(r-1

F= =
MSs  SSyp/lr-1)(s-1)]
dengan kriteria uji, tolak Ho pada level signifikan & jika Fyjtung = Fop(r-1), (r-1)(s—1)]
MS SS;/(s-1
E_MSy p/(5-1)
MS .5 SSaﬂ/[(r -1(s-1)]
dengan kriteria uji, tolak Ho pada level signifikan & jika Fyiung = Fy [(s—1), (r-1)(s-1)]

untuk uji hipotesis Hy :0'5 =0 vs H, :Gé #0

untuk uji hipotesis Hy :aé =0 vs H, :0'2) #0

dan untuk menguji hipotesis

Vo Msaﬂ _ Ssaﬁ/[(r _1)(5 _1)]

imaks QZ ﬂ“maks Q2 /V2
dengan kriteria uji, tolak Ho pada level signifikan o jika Fyjung= Fy, [(r-1)(s-1), v,]

untuk uji hipotesis Hy :oﬁﬁ =0 vs H, :agﬂ #0

Berikut diberikan lemma yang memberikan batasan nilai A,4s dalam bentuk umum.

Lemma 3: Nilai eigen terbesar dari matriks L, 4,54k memenuhi interval ketidaksamaan
1 1 1
_Z_ < Amaks < —
1
rs {5 n; n®
Bukti :
Perhatikan matriks ortogonal P dengan baris pertamanya (rs) —%l’rs yang mendiagonalisasi
A, =B;Bjdan A, =B,B) secara simultan. Diberikan P, submatriks dari P yang diperoleh dengan

menghilangkan baris pertama P, diperoleh persamaan
PP =15
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, 1
F)1|:)1"'E‘Jrs =lys

Amaks Nilai eigen terbesar dari L =PKP], yaitu Ay a1 =€maxs(P1KP;) . Jika n® menyatakan

frekuensi sel terkecil, maka (n M )31P’ — P, K Pj adalah semidefinit positif, maka
1 1
N<— )< —
emaks(Plel) = n(l) emaks(Plpl) = n(l)

Ini juga benar bahwa A, besar dari atau sama dengan jumlah nilai eigen P;K P; dibagi dengan rs—
1 (rata-rata nilai eigen P;KPY).
Maka

1

emaks(Plell) 2 (I‘ 1 tr (PlK P1’)

tetapi,

tr(P,K P,) =tr(PP,K) = tr{(l i —iJrSJK} —tr(K) =L tr(L. 1. K)
rs rs

1 1 1 1
=trK)-—1' K1, = — —>» —
(K)-—1.K1, ;ni,— rs;nij
Sehingga dapat disimpulkan bahwa

ne 1ol 11 1
emaks(Plel)Z—z— dan _Z_Simaksgw
i,j il rs5 Mij n
dan dua jenis terapi alternatif kanker rahim

Kesimpulan secara random, kemudian dikombinasikan.
Dengan memanfaatkan ilmu tentang aljabar Datanya, setelah disandi, diberikan pada tabel
matriks dan statistika matematika dapat berikut.

diturunkan estimasi dan uji eksak dari Jenis Obat Jenis Terapi Alternatif
komponen variansi pada model random 1 2
klasifikasi dua arah dengan data tidak 1 13,7,10 2
seimbang. 2 6 6,93
Contoh Perhitungan (Data fiktif )

Dari beberapa jenis obat dan terapi
alternatif kanker rahim, diambil dua jenis obat
a. Perhitungan Estimasi

Yijk Yi. Njj ni. Yij Yi.
13,7,10 2 32 3|14 10 | 2|8
6 6,9,3 |24 N 13|14 o 6 6|8
y; 36 20 |s6=y i 4[4[g=n Vi 9 [5[7=y

SS, =4(8—T7)* +4(6—7)* =8, SS 5 =4(9-7)* +4(5-7)* =32
SS,5 =3(10)% +1(2)* +1(6)* +3(6)* —[4(8)* + 4(6)°]
~[4(9) +4(5)°1+8(7)* =16
SS, = (13—10)2 + (7 —10)? + (10—-10)? + (2—2)? + (6 —6)>
+(6—6)? +(9—6)? +(3—6)2 =36
3% +1° +12 +32 32
4 4 8

p=4%+47=32, p,=4°+4>=32, p3=

32412 1243°
+

Pa = ) )

=5, p5:32+12+12+32:201p'2=E=4, pszgzz%
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sehingga diperoleh bentuk matriksnya

027 8 |

4 1 2% 1|02
1 4 2% 1|op| |32
-1 -1 1 1)ols| |16
| 0 0 0 4] 2| [36]
627 [02000 -01333 -0,3333 0,667 | 87 [-56000
o? | |-01333 02000 -03333 00667 |32| | 24000
c?,| | 01333 01333 06667 -0,2333|16| | 7,6000
ol 0 0 0 0,2500 | 36] | 9,0000

b. Perhitungan Uji Eksak
Dari data diperoleh komponen-komponen yang diperlukan dalam perhitungan, yaitu :

10 10 1000 1000
10 01 0100 0100
Bl= ; B2= ; 14= ; K=
01 10 0010 0010
01 01 0001 000 %
(1 1 1 1]
2 2 2 2 06667 -03333 0
P=|2 2 2 21,1 -/-03333 06667 O
2 T2 2 T2
2 2 2 2 0 0,6667
L2 2 2 2 |

y= [13 7 10 2 6 6 9 3],; Q;=19,8235; Q, =161773; Ay =1
SS, =m,m, =3,0232; SSg = oa'ﬂcoﬂ =30232; SS 5= w;xﬂ(oaﬂ =1,6079
dengan masing-masing uji hipotesisnya adalah sebagai berikut:
(i). Hipotesis Faktor o
Ho :0'02( =0 vs H, :0'0% # 0 dengan tingkat signifikan « = 0,05 diperoleh
Ftabel =161,4 > 1,88 = Fhitung
Berarti, tolak H pada tingkat signifikan o =0,05 dan disimpulkan terdapat perbedaan kemanjuran
obat terhadap tingkat kesembuhan penyakit yang diobati.
(if). Hipotesis Faktor S
Ho :o-f; =0 vs H, :Gé # 0 dengan tingkat signifikan « = 0,05 diperoleh
Ftabel =161,4>1,88= Fhitung
Berarti, tolak H pada tingkat signifikan o =0,05 dan disimpulkan terdapat perbedaan kemanjuran
terapi alternatif terhadap tingkat kesembuhan penyakit yang diterapi.
(iii). Hipotesis Interaksi Faktor o dan S
Ho :o-gﬂ =0 vs H, :aéﬂ # 0 dengan tingkat signifikan « = 0,05 diperoleh
Ftabel =10,13>0,298 = Fhitung
Berarti, tolak H pada tingkat signifikan o =0,05 dan disimpulkan terjadi interaksi antara obat dan

terapi alternatif dalam penyembuhan penyakit yang diobati dan diterapi.
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